M1 IM/MPA - EDP et Différences Finies.

TP1 : Approximation de ’équation —u” + cu = f par différences finies (4 séances).

I Conditions de Dirichlet

On cherche a approcher numériquement la solution du probléeme

—u"4+cu=f surla,bl,
u(a) = uq (1)
u(b) = uy,

avec ¢ > 0 et f deux fonctions continues données et a, b, ug, up € R définissant les conditions
de Dirichlet.

Pour une subdivision uniforme de [a,b] en N + 2 points X = (z;)o<i<n+1, de pas h =
(b—a)/(N +1) > 0, on notera Ug* = (u(x;))o<i<n+1 le vecteur des valeurs de la solution
(exacte) de aux points de la subvision.

De plus, on notera Uy, = (u;)o<i<n+1 les N + 2 valeurs de 'approximation numérique de
u obtenues par la méthode des différences finies.

Exercice 1

1. Fonction ResolutionDH (Dirichlet homogéne) Créer une fonction ResolutionDH
qui prend en entrée les parametres N, a, b, ¢ et f et qui renvoie le maillage X ainsi
que 'approximation U € R¥*2 de la solution u de sur [a,b] avec conditions de
Dirichlet homogeénes (u, = up = 0) obtenues grace a la discrétisation de la dérivée
seconde vue en cours.

Indic 1 : Attention, pour une subdivision de [a,b] en N +2 points, le systéme a résoudre
sera de dimension N (de la forme Apuyp, = by, avec up, € RN) car la valeur de la solution
sur le bord est déja connue, on a alors Uy, = (ug, up, uy41) € RV+2,

Indic 2 : Pour résoudre un systéme linéaire vous pouvez utiliser la fonction linalg.solve
du package NumPy.

2. Validation 1/2 Dans cette question, on considere ¢ = ¢; et f = fi, avec ¢1, fi
définies sur [0, 1] par

fi(z) = (7 + 2x) sin(nz) et ci(x) = 2z.

— a) Vérifier (sur feuille) que w : [0,1] — R,z — sinmx est bien solution de (1) pour
a=0,b=1¢et ug =up =0.
— b) Le principe du maximum est-il vérifié ?
— ¢) Définir dans python les fonctions python f1, ¢l et ul correspondantes.
3. Validation 2/2 On considére toujours ¢ = ¢; et f = f1 sur [0,1]. Sur un méme

graphe, représenter la solution approchée (pour N = 100) et la solution exacte (soignez
laffichage en ajoutant au moins un titre, un label pour les axes et une légende).



4. Dirichlet non homogenes Créer une fonction ResolutionD qui fait la méme chose
que la fonction ResolutionDH mais qui prend en plus deux arguments u, et up et qui
résout le probleme pour des conditions de bord de Dirichlet quelconques.
Indication : On modifiera le vecteur by, € RV (du schéma Apuyp, = by, pour les conditions
de Dirichlet homogéne) pour faire apparaitre linfluence de ug = ug et uyy1 = up dans
le calcul de uy et upn. Par exemple, sur le bords x = a, on peut remarquer qu’on a la
relation

2u1 — U9 — Uq
12

De méme, on a

2’&1 — U2

SR c(r1)uy = f(z1) + S

+c(z1)ur = f(r1) & 52

2unN — Up — UN
12

2un —uN-—1
72

+ c(zy)uny = f(zn) + ey

+c(zny)ur = f(zy) & 2

5. Choisissez votre probleme

— a) Choisissez, a votre gott, a < b € R, ug (une fonction deux fois dérivable, pas
nécessairement positive, mais ne prenez pas un polynéome de degré < 3) et ¢y (une
fonction positive continue).

— b) En déduire les valeurs de u aux bords (ug, up) et la fonction fy telle que ug est
solution de pour ¢ =cy et f = fo.

— ¢) Tracer sur le méme graphe uy et son approximation numérique (obtenue avec
ResolutionD).

6. Erreur du schéma On s’intéresse & Uerreur en norme L? et en norme infinie :

o ||U, — U"|

hoo = max |u; —u(x;)|, norme infinie discrete.
1€{0,...,N+1}

N+1 2
o Uy —Ui®|ln2 = Vh||U, = U]z = Vh (Z lu; — u(mz)]2> , norme L? discréte.
i=0

Notons le coefficient vA = 1 /v N + 1 dans la norme euclidienne, qui permet de
tenir compte du pas, et donc du nombre d’éléments dans la somme (quand N
augmente, les erreurs ponctuelles |u; — u(z;)| diminuent mais le nombre d’éléments
a sommer augmente!).

De plus, si on note h = (b —a)/(N + 1), v € L?*(a,b) V = (vg, v1,...unx41) € RVNF2
ou v; :=wv(a+ih), on a

b N+1 N
lollge = </a vlafde)V? = fim (32 o« 07 = Jim VRCS0D)Y?
= Jim VA|Ull2 = Jim U]z @

ol la premieére norme est dans l’espace des fonctions L? et la seconde dans R”™.

Pour chacune de ces normes discretes, représenter sur un graphe ’erreur en fonction
du du pas h (on pourra par exemple faire varier N entre 50 et 1000 par pas de 10).

7. Ordre du schéma



— a) Pour chacune de ces normes discrétes, représenter sur un graphe le logarithme
de cette erreur en fonction du logarithme du pas h. On pourra, au choix, utili-
ser matplotlib.pyplot.loglog ou la fonction log de NumPy
— b) En déduire 'ordre de convergence du schémalﬂ Pour estimer la pente, on peut
calculer son taux d’accroissement. On pourra également utiliser la fonction np.polyfit(x,y,d)
qui renvoie les coefficients (dans 'ordre des degrés décroissant) du polynéme de
degré d (ici d = 1) minimisant la distance aux données au sens des moindres carrés
(norme euclidienne).

8. [Question optionnelle : ] Solution dans R3[X] Répéter les questions [5] et [6] en fai-
sant le choix d’une fonction v = u3 qui soit un polynéme de degré < 3. Que constate-t-
on ? Proposer une explication. Indic : une erreur inférieur a 10710 peut étre considérée
comme nulle (erreurs d’arrondis).

IT Conditions mixtes de Dirichlet et Neumann

On considére le méme probléme que dans la partie[[Jmais avec une condition de Neumann
sur le bord droit :

—u"+ecu=f surla,b,
u(a) = uq (3)
u'(b) = v,

avec ¢ > 0 et f deux fonctions continues données et a, b, us, vp € R définissant les conditions
de bord.

Exercice 2

1. Neumann Créer une fonction ResolutionN qui fait la méme chose que la fonction

ResolutionD de I'exercice 1 mais avec une conditions de Dirichlet sur le bord x = a et
de Neumann en x = b (u(a) = ug, u'(b) = vp).
Indication : Comme dans l'exercice 1, ug est connu et uny1 entierement déterminé
par uy donc la dimension du systéme a résoudre est N. On modifiera la matrice
A, € My (R) et le vecteur by, € RN (du schéma Apuy, = by,) pour faire intervenir la
condition de Dirichlet en x = a (Cf exercice 1) et la discrétisation de la dérivée sur le
bord x = b. En particulier, au point xn on a les relation

2UN—UN_1—UNL1
" tclzn)un = fn (4)
UN41-UN
o U
1. Ordre de convergence et représentation graphique : On dit qu’un schéma converge a l’ordre p
pour la norme || || si p est le plus grand entier pour lequel il existe une constante C' > 0 indépendante de h
telle que
[|Un — UL"|| < ChP.
En pratique, on a ||Up — Ug®|| = ChP et ainsi
T rex ~ ~
In(||Un — UL*|]) = In(C) + pln(h).
L’ordre de convergence p de la méthode peut ainsi étre déduit a partir de la pente de la droite obtenue en
tracant erreur ||Us, — U;®|| en fonction de h en échelle log-log.



En isolant uny1 dans la seconde équation et en linjectant dans la premiére, il vient

%—’_c(wN)uN:fN"i'% (5)
UN+1 = un + huy

2. Validation Répéter les questions [5| et [7]de 'exercice 1 avec votre fonction resolutionN.
Que constate-t-on ? Commenter.

3. Schéma d’ordre 2 Pour retrouver un schéma d’ordre 2, on va utiliser la technique
du point fantémeﬂ qui permet d’utiliser 'approximation centrée de la dérivée simple
en r = b, cette approximation étant d’ordre 2 :

u(x +h) —u(x — h)

u'(z) = o7 + O(h?)

Méthode du point fantome :

— On crée un point artificiel zy12 =b+ h

— Au point x4 1, le schéma satisfait la condition de Neumann et la relation u” +cu =
f. Cette derniére est discrétisée par

2UN41 — UN — UN42
2

+c(zni)un1 = f(rny)

— La condition de Neumann en x = b s’écrit, par approximation centrée de la dérivée,
(unt+2 —un)/2h = vy & unt2 = un + 2hovp.
— En injectant dans la relation précédente, il vient

21)[,

+c(xn1)unt1 = f(an41) + 5

2uN+1 — 2uN
h2

— Ce systeme peut s’écrire, sous forme matricielle, comme un systeme de taille N +1
(identique au systeme utilisé dans l'exercice 1 pour les lignes 1 & N —1) de la forme
Ahuh = bh avec

2 -1 0 ... ... ... 0 f(x1) +ua/h?
e A R PP | f(@2)
Ah:ﬁ Cee e e e e s L | diag(C) et by, =
0 ... ... 0 -1 2 -1 Flaw)
o ... ... ... 0 -2 2 f(-%'N—f—l)‘i‘L;ij
ou diag(C) est la matrice de diagonale ¢(z1),...,c(zn+1).

4. En repartant du code de votre fonction ResolutionN, construire une fonction Resolu-
tionN2 qui implémente la méthode du point fantome.

5. Reprendre la question 2 et vérifier que le schéma converge a l'ordre 2.

2. Voir par exemple https ://stordeux.perso.univ-pau.fr/COURS/AN1.pdf



IIT Conditions de Dirichlet en 2D

On cherche & approcher numériquement la solution w : [0,1] x [0,1] — R de I’équation
—Au + cu = f, sur ]0,1[x]0,1[ avec des conditions aux bords de Dirichlet homogenes. :
u(0,-) = u(l,-) = u(-,0) = u(-,1) = 0. On rappelle que

0’u  0%u
Au=—+ —.
0x?  Oy?
On suppose que ¢ et f sont continue, que ¢ est positive et u € C3. On admet I’existence
d’une unique solution u a ce probleme.

On choisit une discrétisation du pavé [0, 1]x[0, 1] a I’aide d'une grille uniforme (4, y;) ; j)e(o,..., N+1}2
de pas h > 0. On cherche (u; ;) j)eqo,..,.N+1}2, (N + 2)2 valeurs telles que pour tout (i,7) €
{0,..., N + 1}?, u; j est une "bonne approximation” de u(z;, y;).

Exercice 3 1. Démontrer 'identité

Ay = W@ y) tul@—ny) + U(ﬂ;,Qy ) +ulz,y — ) —dulz,y) 00P)

2. En s’inspirant de la question 1 et du schéma pour la dimension 1 d’espace, donner
un schéma numérique permettant de calculer (Ui,j)(z’,j)e{o,‘..,NH}?; c’est a dire une
relation satisfaite par les inconnues (u; ;) (i j)efo,...n+1}2 (on ne demande pas de mettre
le schéma sous forme matricielle).

3. En utilisant la notation :

. u1,j
D= ] ief1,., N}
UN,j
et
ud
Up = : S RNQ,
)

écrire le schéma obtenu sous forme matricielle AUy, = by,.

Indication : on pourra écrire by, et Ay sous la forme

R Fle,y) A
_ ) _ ; et A, = L +diag(Ch)
-7 A

by, = : avec F}EZ

avec A et diag(Ch,) € My n(R) a déterminer, et I la matrice identité de My n(R)



. Soit w : [0,1] x [0,1] — R, (z,y) — sin(47x)sin(371y) et c(x,y) = e*e¥. Calculer Au.
Pour quel second membre f ’équation —Au + cu = f est-elle satisfaite ?

. Implémenter une fonction DirichletH2D qui prend en argument IV, c et f et qui renvoie
les vecteurs X = (x;)o<i<n+1 €t Y = (¥i)o<i<n+1 ainsi qu'une matrice (un tableau)
U e MN+2><N+2(R) contenant les (ui,j)0§i7j§N+1.

Indication : pour créer la matrice U, on pourra commencer par trouver u, € RV*N
solution de Apuyp, = by, puis réorganiser up en une matrice de Mnxn(R) (par exemple
avec la méthode reshape). Enfin, créera la matrice U qui posséde des O sur ses bords
et dont les valeurs intérieures sont données par la matrice de uy,

. Considérer I’équation de la question [4] et tracer 1’évolution de I'erreur en norme infinie
en fonction du pas h en échelle log-log. En déduire I’ordre de convergence de la méthode.

. Pour N = 50 et pour les fonctions c et f de la question 4, tracer la solution numérique de
léquation —Au+cu = f sur [0, 1] x [0, 1] avec conditions de Dirichlet homogenes. Pour
cela, on pourrait utiliser la fonction pcolormesh (tracé 2D) du package matplotlib.pyplot
(tracé en 2D), mais on lui préférera la fonction plot_surface (tracé en 3D), dont I’aide

est disponible ici https://matplotlib.org/stable/gallery/mplot3d/surface3d.
html| Vous devriez obtenir la figure suivante

Solution de -u"+cu=f



https://matplotlib.org/stable/gallery/mplot3d/surface3d.html
https://matplotlib.org/stable/gallery/mplot3d/surface3d.html
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